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В работе рассматривается применение средств поражения по рассредоточенной группо-
вой цели, представляющей совокупность элементарных (одиночных, малоразмерных) целей. Пред-
полагается, что средства поражения применяются без перенацеливания, независимо, в одинако-
вых условиях, а среднее необходимое число попаданий в каждую элементарную цель равно единице. 
Примем в качестве оценки эффективности применения средств поражения математическое ожи-
дание числа пораженных элементарных целей. В статье найдено распределение средств пораже-
ния по групповой цели, при котором это математическое ожидание достигает максимума, а 
также исследованы асимптотические свойства среднего ущерба, наносимого групповой цели, при 
этом распределении. 
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Вопросы оптимального распределения средств поражения, рассмотренные в рабо-

тах [1 - 4], остаются по-прежнему актуальными1. 
Рассмотрим применение 𝑁 средств поражения (СП) по рассредоточенной групповой 

цели, представляющей собой совокупность 𝑁ц элементарных (одиночных, малоразмерных) 

целей. Будем предполагать, что СП применяются без перенацеливания, независимо, в одина-
ковых условиях, а среднее необходимое число попаданий в каждую элементарную цель равно 
единице. Обозначим через 𝜔(0 < 𝜔 < 1) – вероятность поражения одной элементарной цели 
при применении по ней одного СП. Эффективность поражения групповой цели в значительной 
степени определяется распределением средств поражения по элементарным целям, входя-
щим в состав групповой. В качестве оценки эффективности применения СП примем матема-
тическое ожидание числа пораженных элементарных целей в составе групповой цели. 

Занумеруем все элементарные цели и 𝑘-й элементарной цели (𝑘 = 1,2, … , 𝑁ц) поста-

вим в соответствие случайную величину 𝑋𝑘(𝑛), 𝑛 = 0,1, … принимающую значение 1, если 

при применении 𝑛 СП по 𝑘-й цели она окажется пораженной, и 0, если она окажется непо-

раженной (𝑋𝑘(0) = 0). Тогда суммарное число пораженных целей 𝑋 будет равно: 

 𝑋 = ∑ 𝑋𝑘(𝑛𝑘)
𝑁ц

𝑘=1
, 

где ∑ 𝑛𝑘
𝑁ц

𝑘=1 = 𝑁 и, следовательно, при этом выполнено: 

 𝑀(𝑋) = ∑ 𝑃(𝑋𝑘(𝑛𝑘) = 1)
𝑁ц

𝑘=1 . (1) 

Число 𝑀(𝑋) зависит от распределения СП по элементарным целям, т.е. от набора 
(𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑁ц

), причем от перестановки любых чисел в наборе математическое ожидание 

𝑀(𝑋) не изменится, т.к. все элементарные цели однотипны. 
Для нахождения оптимального распределения СП по целям (т.е. такого распределе-

ния, при котором 𝑀(𝑋) достигает максимума) рассмотрим произвольный набор (𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑁ц
) 

(∑ 𝑛𝑘
𝑁ц

𝑘=1 = 𝑁), описывающий распределение СП по целям и соответствующее ему математи-

ческое ожидание (1) числа пораженных целей. Рассмотрим сумму двух произвольных слага-

емых 𝑃(𝑋𝑖(𝑛𝑖) = 1) + 𝑃(𝑋𝑗(𝑛𝑗) = 1), входящих в (1). Обозначим эту сумму через 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛𝑗). 

Пусть 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 = 𝑛 ≥ 1, тогда 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛𝑗) = 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛 − 𝑛𝑖) = 2 − (1 − 𝜔)𝑛𝑖 − (1 − 𝜔)𝑛−𝑛𝑖. 

                                                            
1 См.: Запорожец В.И. Боевая эффективность средств поражения и боеприпасов: тексты лекций. СПб.: 

Балт. гос. техн. ун-т., 2006. – 159 с.; см. также [5]. 
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Найдем, при каком значении 𝑛𝑖 (0 ≤ 𝑛𝑖 ≤ 𝑛) функция 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛 − 𝑛𝑖) достигает макси-

мума. Введем вспомогательную функцию 𝑅(𝑥) = 2 − (1 − 𝜔)𝑥 − (1 − 𝜔)𝑛−𝑥, определенную 

при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛, и вычислим ее производную: 

 
𝑑𝑅

𝑑𝑥
= −(1 − 𝜔)𝑥 ln(1 − 𝜔) + (1 − 𝜔)𝑛−𝑥 ln(1 − 𝜔) = ln(1 − 𝜔) ((1 − 𝜔)𝑛−𝑥 − (1 − 𝜔)𝑥). 

Нетрудно видеть, что 
𝑑𝑅

𝑑𝑥
= 0 при 𝑥 =

𝑛

2
, а также 

𝑑𝑅

𝑑𝑥
> 0 при 𝑥 <

𝑛

2
 и 

𝑑𝑅

𝑑𝑥
< 0 при 

𝑛

2
< 𝑥 ≤ 𝑛. 

Таким образом, 𝑥 =
𝑛

2
 – точка максимума функции 𝑅(𝑥) при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 (а также 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑛 – 

точки минимума функции 𝑅(𝑥) при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛). Отсюда вытекает, что если 𝑛 – четное число, 

то функция целочисленных аргументов 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛 − 𝑛𝑖) достигает максимума при 𝑛𝑖 =
𝑛

2
; если же 

𝑛 – нечетное число, то 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛 − 𝑛𝑖) достигает максимума в точках 𝑛𝑖 =
𝑛−1

2
, 𝑛𝑖 =

𝑛+1

2
, поскольку 

выполняется 𝑅 (
𝑛−1

2
,

𝑛+1

2
) = 𝑅 (

𝑛+1

2
,

𝑛−1

2
). Таким образом, функция 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛𝑗), 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 = 𝑛 ≥ 1 дости-

гает максимума при условии |𝑛𝑖 − 𝑛𝑗| ≤ 1, а, следовательно, набор (𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑁ц
), где 

∑ 𝑛𝑘
𝑁ц

𝑘=1 = 𝑁, является оптимальным, если для любых двух чисел 𝑛𝑖, 𝑛𝑗 из этого набора вы-

полнено неравенство |𝑛𝑖 − 𝑛𝑗| ≤ 1. Отсюда несложно получить искомый оптимальный набор. 

Действительно, для произвольного числа 𝛼 рассмотрим представление 𝛼 = {𝛼} + [𝛼], 
где [𝛼], {𝛼} – соответственно целая и дробная части числа 𝛼. Тогда из равенства 
𝑁

𝑁ц
= {

𝑁

𝑁ц
} + [

𝑁

𝑁ц
] получим: 

 𝑁 = 𝑁ц {
𝑁

𝑁ц
} + 𝑁ц [

𝑁

𝑁ц
] = 𝑁ц {

𝑁

𝑁ц
} ([

𝑁

𝑁ц
] + 1) + (𝑁ц − 𝑁ц {

𝑁

𝑁ц
}) [

𝑁

𝑁ц
]. 

Отсюда получаем, что, с точностью до перестановок, оптимальный набор 
(𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑁ц

) удовлетворяет соотношениям: 

 𝑛1 = 𝑛2 = ⋯ = 𝑛
𝑁ц{

𝑁

𝑁ц
}

= [
𝑁

𝑁ц
] + 1;   𝑛

𝑁ц{
𝑁

𝑁ц
}+1

= 𝑛
𝑁ц{

𝑁

𝑁ц
}+2

= ⋯ = 𝑛𝑁ц
= [

𝑁

𝑁ц
]. 

В этом случае в силу (1) имеем: 

 𝑀(𝑋) = {
𝑁

𝑁ц
} 𝑁ц (1 − (1 − 𝜔)

[
𝑁

𝑁ц
]+1

) + (𝑁ц − {
𝑁

𝑁ц
} 𝑁ц) (1 − (1 − 𝜔)

[
𝑁

𝑁ц
]
). 

Отсюда, после несложных преобразований, получим: 

 𝑀(𝑋) = 𝑁ц (1 − (1 − 𝜔)
[

𝑁

𝑁ц
]

(1 − 𝜔 {
𝑁

𝑁ц
})). (2) 

Таким образом, математическое ожидание числа пораженных элементарных целей, 
соответствующее оптимальному распределению СП, определяется равенством (2). Из (2), 
в частности, вытекает, что средний относительный ущерб, наносимый групповой цели при 
оптимальном распределения СП по целям, равен: 

 𝑈опт =
𝑀(𝑋)

𝑁ц
= (1 − (1 − 𝜔)

[
𝑁

𝑁ц
]

(1 − 𝜔 {
𝑁

𝑁ц
})). (3) 

Замечание. Последняя формула уточняет формулу (4) работы [5], дающую пред-
ставление максимального среднего ущерба групповой цели, и совпадает с последней при 

{
𝑁

𝑁ц
} = 0. Различие между средними относительными ущербами групповой цели, найден-

ными по формуле (3) настоящей работы и по формуле (4) работы [5], довольно ощутимо 

при 𝑁 < 𝑁ц и значениях 𝜔, близких к 1. Так, при 
𝑁

𝑁ц
= 0,4 и 𝜔 = 0,9 средний относительный 

ущерб, вычисленный по формуле (3), равен 0,36, а по второй формуле ≈ 0,6. 
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При рассмотрении функции 𝑅(𝑥) нами также было установлено, что 𝑅(𝑥) достигает 

минимума при 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑛. Таким образом, функция 𝑅(𝑛𝑖 , 𝑛 − 𝑛𝑖) достигает минимума в точ-

ках 𝑛𝑖 = 0, 𝑛𝑖 = 𝑛, при этом 𝑅(0, 𝑛) = 𝑅(𝑛, 0). Поэтому распределению СП по целям, при ко-

тором 𝑀(𝑋) достигает минимума, отвечает с точностью до перестановок набор (𝑁, 0, … ,0). 

Для этого набора 𝑀(𝑋) = 1 − (1 − 𝜔)𝑁. Средний относительный ущерб, наносимый группо-
вой цели, при указанном распределения СП по целям равен: 

 
𝑀(𝑋)

𝑁ц
=

1−(1−𝜔)𝑁

𝑁ц
 (4) 

и является минимальным. Этот результат уточняет результат работы [5], согласно которому 
минимальное значение среднего ущерба достигается при случайном равномерном целе-
распределении. 

Исследуем асимптотические свойства 𝑈опт =
𝑀(𝑋)

𝑁ц
 при 

𝑁

𝑁ц
→ 𝛼, 𝑁ц → ∞. 

Пусть {𝛼} > 0, тогда [
𝑁

𝑁ц
] → [𝛼], {

𝑁

𝑁ц
} → {𝛼}. Из формулы (2) в этом случае получаем, что: 

 Lim
𝑁

𝑁ц
→𝛼

𝑀(𝑋)

𝑁ц
= 1 − (1 − 𝜔)[𝛼](1 − 𝜔{𝛼}). (5) 

Пусть 𝛼 – целое положительное число, так что {𝛼} = 0. Рассмотрим два случая: 

 [
𝑁

𝑁ц
] → 𝛼, {

𝑁

𝑁ц
} → 0   и   [

𝑁

𝑁ц
] → 𝛼 − 1, {

𝑁

𝑁ц
} → 1. 

В обоих случаях формула (5) остается справедливой, а, следовательно, остается спра-

ведливой и при произвольном стремлении 
𝑁

𝑁ц
 к 𝛼. В случае 𝛼 = 0 формула (5) легко проверя-

ется. Таким образом, формула (5) оказывается справедливой при любых значениях 𝛼 ≥ 0. 

Обозначим правую часть равенства (5) через 𝐹(𝜔, 𝛼). При фиксированном 𝜔 функция 
𝐹(𝜔, 𝛼) представляет непрерывную, кусочно-линейную функцию, асимптотически стремя-

щуюся к единице (при 𝛼 → ∞). На каждом участке (𝑘, 𝑘 + 1) (𝑘 – целое неотрицательное 

число) функция 𝐹(𝜔, 𝛼) линейна и тангенс ее угла наклона равен 𝜔(1 − 𝜔)𝑘, наибольшая 

скорость роста этой функции равна 𝜔 и достигается на участке (0,1). 

Построим график функции 𝐹(𝜔, 𝛼) = 1 − (1 − 𝜔)[𝛼](1 − 𝜔{𝛼}) (см. рисунок 1) для раз-

личных значений 𝜔 (например, 𝜔 = 0,1; 0,5; 0,9). 

 

Рисунок 1 – Графики функций 𝐹(𝜔, 𝛼) 
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